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О Х Р О М А Т И Ч Е С К И Х  И Н В А Р И А Н Т А Х  
Д В У Д О Л Ь Н Ы Х  Г Р А Ф О В *
Всюду в дальнейшем мы будем рассматривать только обыкновенные гра­
фы, т. е. графы  без петель и кратных ребер.
Пусть С -  произвольный (п, т ,  &)-граф, т. е. граф, имеющий п  вершин, 
т  ребер и к компонент связности. Д ля натурального числа х  через Р (С , х ) 
обозначим число всевозможных раскрасок граф а С в ж цветов. При этом не 
предполагается, что в раскраске граф а должны участвовать все заданные х  
цветов. К ак хорошо известно (см., например, [1], [2] или [3]), функция Р (С ,ж ) 
является многочленом степени п от х  с нулевым свободным членом. Много­
член Р (С , х) называют хроматическим многочленом  граф а С и записывают 
в виде
Р (С ,ж ) =  аохп — а \х п ~ 1 +  • • • +  ( — 1)п~1ап- \ х .
Согласно теореме Уитни [4] (см. также [1] или [3]), коэффициенты хромати­
ческого многочлена удовлетворяют равенству
т
( - 1 ) 4  =  У  ( ~ 1 У Щ п  - * , Д ,
.7=0
где N (71 — г, Д  есть число остовных подграфов граф а (7, имеющих j  ребер и 
п  — г компонент связности, т. е. число (пД , п — г)-подграфов граф а Ст.
Д ва граф а называются хроматически эквивалентными , если они имеют 
одинаковые хроматические многочлены. Пусть С -  некоторый класс графов 
и каждому граф у из класса С  приписано некоторым образом число. Это 
число называется хроматическим инвариантом  в классе С, если оно оди­
наково для любых двух хроматически эквивалентных графов из класса С. 
Если класс С  совпадает с классом всех графов, то говорят просто о хромати­
ческом инварианте. Нетрудно выяснить, что хроматическими инвариантами 
являю тся число вершин, число ребер и число компонент связности граф а (см. 
[3]). Конечно, хроматическое число граф а также является его хроматическим
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инвариантом. Поиск новых хроматических инвариантов играет важную роль 
в изучении хроматической эквивалентности графов и в нахождении графов, 
определяемых своим хроматическим многочленом с точностью до изомор­
ф изма (см., например, [5-7]). Цель данной заметки состоит в нахождении 
новых хроматических инвариантов для класса двудольных графов. Они ука­
заны в теореме 1 .
Прежде чем перейти к двудольным графам, мы найдем некоторые хро­
матические инварианты в классе всех графов. По сути, мы найдем хромати­
ческие инварианты, указанные в [5]. При этом мы проиллюстрируем метод 
нахождения инвариантов, который будет использован далее, а также проде­
лаем вычисления, которые окажутся полезными для дальнейшего.
Подсчитаем коэффициенты хроматического многочлена с помощью тео­
ремы Уитни для г =  0,1, 2, 3. Д ля этого вычислим число (п, п — г)-подграфов 
граф а (7 для всех допустимых значений j .
0) г =  0. Нужно рассмотреть лишь случай ] =  0, и ясно, что ао =  
=  ЛЦп,0 ) =  1 .
1) г =  1. Можно считать, что )  =  1 и все (п, 1 ,п  — 1)-подграфы имеют
вид
п —2
Поэтому —а\ =  —N(71 —1,1) =  —ш, т. е. число ребер т  — является хрома­
тическим инвариантом. Отметим, что через 1\ естественно обозначить хро­
матический инвариант, который совпадает с числом п  вершин графа.
2) г =  2. В этом случае нужно рассматривать подграфы лишь при условии 
3 > 2 .
2.1) Д ля j  = 2 все (п, 2, п —2)-подграфы граф а О получаются из подграфов 
случая 1 добавлением одного нового ребра, поэтому каждый из них может 
быть одного из следующих типов:
I 1 ^ .
п —4 п —3
Поскольку число таких подграфов равно (2Ц, имеем N (71 — 2,2) =  (2Ц.
2.2) Д ля j  = 3 все (п, 3, п — 2)-подграфы граф а О можно получить из под­
графов случая 2 . 1  добавлением одного нового ребра в компоненту связности. 
Поэтому все они имеют вид
д ^ .
п —3
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т. е. А (п  -  2 , 3) =  А (С), где А (С?) -  число треугольников граф а (7.
Теперь ясно, что а,2 =  N {71 — 2, 2) —N (71 — 2,3) =  (2 1) — А (Сг). Отсюда сле­
дует, что число треугольников / 3  =  А ((7) граф а (7 является хроматическим 
инвариантом и а2 =  — / 3 .
3) г =  3. Ясно, что нужно рассматривать подграфы для j  > 3.
3.1) Д ля  ^ =  3 все (п, 3, п —3)-подграфы граф а О получаются из подграфов 
случая 2 . 1  добавлением одного нового ребра, соединяющего две вершины из 
разных компонент связности. Поэтому они могут быть одного из следующих 
четырех типов:
I  I  1 ^  I  N 1 ^
п —6 п —5 п —4 п —4
Следовательно, N (71 — 3,3) =  (™) — А ( а )  (мы учли подграфы из случая 2 .2 ).
3.2) Д ля j  — 4 все (п, 4, п — 3)-подграфы граф а О получаются из подгра­
фов случая 3.1 добавлением одного нового ребра в некоторую компоненту 
связности или из подграфов случая 2 . 2  добавлением одного ребра, соединяю­
щего две вершины из разных компонент связности. Поэтому они могут быть 
одного из следующих трех типов:
1
п —5 п —4 п —4
Следовательно, N (п — 3,4) =  ^ \ ( ^ ) ( ш  — 3) +  □ ( О ,  , так как для каждого 
треугольника граф а (7 имеется т  — 3 подграфа первых двух типов. Здесь
через □ ( С )  мы обозначаем число подграфов вида □  в графе (7. Отметим,
что ниже в аналогичном смысле используется обозначение Ы ( С )  и т. п.
3.3) Д ля j  = 5 все (п ,5 ,п  — 3)-подграфы граф а (7 получаются из подгра­
фов случая 3.2 добавлением нового ребра в некоторую компоненту связности. 
Поэтому все они имеют вид
п —4
Следовательно, N (71 — 3,5) =  Ы (< 3).
3.4) Д ля j  = 6  аналогично все (п ,6 ,п  — 3)-подграфы граф а (7 имеют вид
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Теперь ясно, что
- а 3 =  - N (71 - 3 , 3 )  +  N (71  -  3 , 4 )  -  N (71 -  3 , 5 )  +  N (71 -  3 , 6 )  =
=  - (£ * )+  Д ( С )  +  Д ( С ) ( т  -  3) +  П ( С )  -  Ш (С )  +  Е З (С )
= -(™) + Д(<?)(т - 2) + П(<3) - Ш(С) + Ш1(<Д
Отсюда получаем хроматический инвариант
/ 4 =  П ( £ )  -  Ы ( £ )  +  Ш Д )
и «з =  (з1) -  Ы т  -  2 ) -  / 4.
Найдем теперь для инварианта Д  другой вид. Д ля этого будем перебирать 
все вершинно порожденные 4-подграфы Н  граф а Д.
1) Если в Н  нет 4-циклов, то 1ДН )  =  0.
2) Пусть в Н  имеется 4-цикл. Переберем возможные подслучаи.
2.1) Пусть Н  -  бесхордный 4-цикл □  . Тогда 1ДН )  =  1 — 0 +  0 =  1.
2.2) Пусть Н  -  4-цикл с одной хордой в . Тогда 1ДН )  =  1 — 1 +  0 =  0.
2.3) Пусть Н  -  полный 4-граф 1. Тогда число 4-циклов в нем равно 
3!/2 =  3, а число 4-циклов с одной хордой равно 6 , так как для их получения 
из граф а Н  нужно отбрасывать по одному ребру. Поэтому 1ДН )  =  3 — 6  +  1 =  
=  - 2 .
Таким образом,
Проделанную работу подытожим в следующем предложении.
П р е д л о ж е н и е . Д л я  произвольных графов следующие числа являются хро­
матическими инвариантами:
где через ид □  (Сг) мы обозначаем число вершинно порожденных подграфов
вида □  граф а Д .
( О ) -  в (С )+  в ( в )  = уд □ (О) - 2  В  (О).
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Перейдем теперь к нахождению некоторых хроматических инвариантов 
двудольных графов. К ак и в предыдущих вычислениях, будем подсчитывать
число (пД , п  — г)-подграфов двудольного граф а (7 для г =  0 , 1 , 2 , 3,4, 5. Слу­
чаи г =  0 ,1 ,2 ,3  рассмотрены нами для произвольных графов, поэтому мы 
укажем здесь лишь вид подграфов двудольных графов в этих случаях. От­
метим, что ситуация здесь упростится, поскольку в двудольных граф ах от­
сутствуют циклы нечетной длины и, в частности, треугольники.
0 )  г =  0 . =  0 , а о  =  Ж ( п ,  0 )  =  1.
1 ) г =  1 ,  ^ =  1 , (п, 1 , п — 1 )-подграфы имеют вид
и щ  =  АГ(п — 1 , 1 ) =  т .
2 ) г =  2 ,  ^ =  2 , (п ,2 ,п  — 2 )-подграфы могут быть одного из следующих 
двух типов:
Поэтому а 2 =  А/^п — 2, 2) =  (^р).
3) г =  3.
3.1) Д ля j  = 3 каждый (п ,3 ,п  — 3)-подграф двудольного граф а (7 может 
быть одного из следующих четырех типов:
т. е. N (71 — 3,4) =  1^2,2 (Сф Конечно, графы  КД 2 -  это циклы длины 4.
Отметим, что случаи 3.3 и 3.4 для двудольных графов возникнуть не мо­
гут, поскольку в таких граф ах нет треугольников. Таким образом, —аз =  
=  ~ (з г) +  КД 2 (С?), т. е. аз =  (3 1) — КД 2 (СО- Следовательно, число 4-циклов 
^ 2 ,2 (С) является хроматическим инвариантом для двудольных графов. Яс­
но, что указанный нами ранее инвариант Д  в случае двудольных графов 
совпадает с КД 2 (С).
п—2
п—4 п—3
п—6 п —5 п—4 п—4
поэтому ЛДп — 3, 3) =  (з1).
3.2) Д ля ,7 = 4  каждый (п, 4, п — 3)-подграф имеет вид
п—4
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4) Рассмотрим теперь случай г =  4. Ясно, что нужно рассматривать под­
графы  при ] > 4.
4.1) Д ля ] =  4 все (п, 4, п —4)-подграфы двудольного граф а О получаются 
из подграфов случая 3.1 добавлением одного нового ребра, соединяющего две 
вершины из разных компонент связности. Поэтому они могут быть одного из 
следующих восьми типов:
I  I  I  1 ^  I I  Ш  ^  I  А ^ _ .
п —8 п —7 п—6 п—6
А  И \ ^  А \ /Лч ^
п—6 п —5 п—5 п —5
Всего имеется — /£2,2 (СО таких подграфов, если учесть подграфы случая
3.2. Таким образом, 7У(п — 4,4) =  ) — 1^2,2(^)-
4.2) Д ля  ^ =  5 все (п, 5, п —4)-подграфы двудольного граф а О получаются 
из подграфов случая 4.1 добавлением одного нового ребра в некоторую ком­
поненту связности или из подграфов случая 3.2 добавлением одного нового 
ребра, соединяющего две вершины из разных компонент связности. Поэтому 
они могут быть одного из следующих двух типов:
I И..... Ич.,,,.
п—6 п—5
Поскольку для каждого подграфа вида Х 2 Д число таких подграфов равно 
т  — 4, мы получаем 7У(п — 4, 5) =  К 2 д ( С ) ( т  — 4).
4.3) Д ля  ^ =  6  все (п ,6 ,п  — 4)-подграфы двудольного граф а С получа­
ются из подграфов случая 4.2 добавлением одного нового ребра в некоторую 
компоненту связности. Поэтому они имеют вид
п—5
т. е. Щ п -  4,6) = к 2,ъ{<3).
Теперь ясно, что
а 4 =  ] У ( п - 4 ,4 ) - Л Г ( п - 4 ,5 ) + Л Г ( п - 4 ,6 )  =
■ К %2( в )  - К 2,2( О ) ( т - 4) + К 2,г ( в )  = ( ? ) - К 2,2( 0 ) ( т - 3 )  + К 2,3(0).( т \
Следовательно, число 15 =  1^2,3 (СО подграфов типа .КДз в двудольном графе 
С является хроматическим инвариантом в классе двудольных графов.
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5) г =  5. Ясно, что нужно рассматривать подграфы при j  > 5.
5.1) Д ля j  =  5 все (п, 5, п — 5)-подграфы двудольного граф а G получаются 
из подграфов случая 4.1 добавлением одного нового ребра, соединяющего две 
вершины из разных компонент связности. Поэтому они могут быть одного из 
следующих 16 типов:
i l i l i p  I I I Л ^  I I N ^
п—10 п —9 п —8
1 Л Л  ^  I I  A N  ^
п —8 п —8 п—7
I Л \  ^  I И \  ^  л  л ^ .
п —7 п —7 п —7
I Л \  NN N N
п—7 п—6 п—6
ЛЫ ^  ^  Ч 4\  ^  Ж
п —6 п —6 п —6 п —6
Всего имеется (™)—АД2 (б т )(т—4) таких подграфов, если учесть подграфы 
случая 4.2. Таким образом, N ( n  — 5, 5) =  (5 *) — K 2 ^{G )(m  — 4).
5.2) Д ля j  =  6  все (п, 6 , п — 5)-подграфы двудольного граф а G получаются 
из подграфов случая 5.1 добавлением нового ребра в некоторую компоненту 
связности или из подграфов случая 4.2 добавлением одного нового ребра, 
соединяющего две вершины из различных компонент связности. Поэтому они 
могут быть одного из следующих 8  типов:
I I К  Л И  w  I Мч .....
п —8 п —7
\М \ ^  ж
п—6
..... /М \ ..... NN .....
п 7 п—7
•  . . . •
 п—6
п—6 п—6 п—6
Заметим, что последний из графов -  это 6 -цикл, который мы будем обо­
значать через Сб, с добавленными изолированными вершинами. Первые семь
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графов и граф  .КДз получаются из 7 ^ 2  добавлением двух ребер всевозмож­
ными способами и изолированных точек. Поэтому
Щ п  -  5 ,6 ) =  К 2,2(О)С 1“ 4) -  З К 2,3 (С) +  С6(0),
так как граф  .КДз получается из трех 4-циклов присоединением двух смеж­
ных ребер к двум несмежным вершинам.
5.3) Д ля  ^ =  7 все (п, 7, п  — 5)-подграфы двудольного граф а (7 получа­
ются из подграфов случая 5.2 добавлением одного нового ребра в некоторую 
компоненту связности или из подграфов случая 4.3 добавлением одного но­
вого ребра, соединяющего две вершины из различных компонент связности. 
Поэтому они могут быть одного из следующих 4 типов:
I  А А .  Д А з .  Ж
п —7 п —6 п —6 п —6
Отметим, что последний из указанных графов -  это граф  вида о , * *  
6 -цикл с одной хордой и добавленными изолированными вершинами. Первые 
три граф а получаются из 7^2,з добавлением одного ребра и изолированных
вершин. Поэтому 7У(п — 5, 7) =  К 2 ,з(0 )(т  — 6 ) +  • о  (О).
5.4) Д ля j  = 8  все (п, 8 , п — 5)-подграфы двудольного граф а 67 получают­
ся из подграфов случая 5.3 добавлением одного нового ребра в компоненту 
связности. Поэтому они имеют вид
п — 6
или, иначе, вид
< х >
Следовательно, 7У(п — 5,8) =  7^2,4(67) +  < х >  (О).
5.5) Д ля j  = 9 все (п, 9, п  — 5)-подграфы двудольного граф а 67 получают­
ся из подграфов случая 5.4 добавлением одного нового ребра в компоненту 
связности. Поэтому они имеют вид
.....
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Следовательно, N (71 — 5, 9) =  (б?) =  А з?з(С7).
Теперь ясно, что
-  а 5 =  - N (71 - 5 , 5 )  +  N (71 -  5, 6) -  N (71 - 5 , 7 )  +  N (71 -  5, 8) -  N (71 - 5 , 9 )  =  
=  - ( ? )  +  Я2,2 (С 9 (т  -  4) +  ^ 2 ,2 ( < Л ( Г 4) -  3 ^ 2,з(<Л +  С6(С) -
-  К 2,3(С )(т  -  6) -  3 = +  ( в )  + К 2А( в )  + <Х> ( в )  -  К ^ { в ) .
Следовательно, число
и  = к 2Л(0 ) + о  (С) -  о  (е )  +  < х >  ( С ) -  (С)
является хроматическим инвариантом в классе двудольных графов
Найдем теперь другой вид инварианта который вычисляется через 
подсчет вершинно порожденных подграфов. Д ля этого переберем в (7 все 
вершинно порожденные 6 -подграфы Н.
Если в Н  нет 6 -цикла и Н  не является подграфом типа АД4 , т 0  1б(Н) =  0. 
Если Н  является подграфом типа АД4 , то 1&(Н) =  Е
Будем считать, что в Н  имеется 6 -цикл. Переберем возможные подслучаи. 
Если Н  -  6 -цикл без хорд, то 1б(Н) =  0 +  1 — 0 +  0 — 0 =  1.
Если Н  -  6 -цикл точно с одной хордой, то 1б(Н) =  0 +  1 — 1 +  0 — 0 =  0. 
Если Н  -  6 -цикл точно с двумя хордами, то Д (Н ) = 0  +  2 — 4 + 1  — 0 =  —1. 
Если Н  =  АДз, т. е. Н  -  6 -цикл точно с тремя хордами, то 1&(Н) =  0 +  
+ 6  — 18 +  9 — 1 =  - 4 .
Таким образом, для двудольных графов (7 выполняется равенство
/ 6 =  К 2Л(С) + удСъ(0) -  (С) -  4 1 Д 3(С).
Здесь в правой части равенства подсчитывается число вершинно порож­
денных подграфов для каждого из указанных типов графов.
Итог проделанной работы подведен в следующей теореме.
Т ео р ем а . Следующие числа являются хроматическими инвариантами для 
двудольных графов:
1 ) / 4 =  К 2,2(0 )  = СА(С),
2 ) / 5 =  К 2Л О ) ,
3) / 6 =  К 2А(0 )  + о  ( О ) -  • о -  (С) +  < 2 >  ( О ) -  (0 )  =
= К 2А(С) + удСь{С) -  у д С £ >  (С) -  41Д з(< Д
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